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On Characteristic Classes of $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}/\mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s}$ of Mappings
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{t}\gamma o\mathrm{t}_{0},$ $\mathrm{D}\mathrm{e}_{1^{)_{\dot{C}}\backslash }},\mathrm{r}1\mathrm{l}.\mathrm{n}\mathrm{c}11\iota$ or $\mathrm{h}1\dot{c}\mathrm{t}(11$ . $\mathrm{a}s\mathrm{J}\mathrm{d}(^{\gamma},\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{p}11\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{I}^{\cdot}$ Sci. , ] $\backslash ^{r}\mathrm{r}\gamma \mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{s}\}_{\mathrm{l}}\mathrm{i}\mathrm{m}_{C}\gamma,$ $\iota\dagger \mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\backslash " \mathrm{e}’ 1_{1}\mathrm{S}\mathrm{i}\iota_{\mathrm{y}}$,
\S 0
, ( )
. , , $\mathrm{t}’$ $(:.l’arrow S$ ,
$\lrcorner\backslash =.f^{-\mathrm{J}}(l^{J}),$ $(p\in S)$ . ,
$.$
( $(_{1^{\supset 1\mathit{0}_{\mathrm{P}^{\mathrm{G}\mathrm{r}}}}}\cdot),$ $‘ g$
( $\mathrm{C}$ SC ) . ( ,
$h:Narrow P$ ( $\wedge T$ $P$ , $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\rceil \mathrm{l}\mathrm{l}N<(.\mathrm{I}\mathrm{i}\iota 11P)$
$\lambda’(:=l_{1}.(N))$ , $f$ ]$\prec\urcorner$ : $\Lambda’\cross Sarrow P\cross S$ $(l^{l^{1(\cdot l}}\backslash " l’)=$
$(l\mathrm{t}(i\mathrm{t}\cdot), \iota\gamma).,\cdot \mathrm{J}:\in \mathit{1}\backslash t$, $\Gamma_{q}^{4}(q\neq\oint J\in S)$ ( ) )
. ‘$f’:=$ ] $\mathrm{l}1\gamma_{\dot{\zeta}}\mathrm{t},\mathrm{g}\mathrm{G}(F)$ , $.$[ : $\mathcal{X}arrow S$ 2
, .)
, $1^{\prec^{1}}.$ $n|_{(}.\mathrm{Y}.1^{\cdot}$ $.\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash ’\cdot$ , ,
$\lambda\cdot(\Lambda\cup B)=.\backslash \cdot(\Lambda)+/\backslash \cdot(^{]}\mathit{3})-.\mathrm{b}\cdot(\Lambda\cap B)$
, $\Gamma^{\mathrm{t}},n$ler ( )
$([1 C)]$ , $[^{(}.\mathrm{J}],$ $[7])$ . , $X$ $X$
“ ” ( ) (
, $X$ $1_{X}$ $X$ Euler ). $1^{\mathrm{t}_{\lrcorner}}\urcorner 1\iota 1\mathrm{c}!1^{\cdot}$
– , $1^{\Gamma}$ ]$]_{*}$ ( $\lrcorner 1^{j}$ ; Z) $(=‘ \mathrm{J}^{)]}\prime Ti.(_{-}l-;\mathrm{Z})$
$)$ . ( ,
– ), $1I1\mathrm{a}\mathrm{c}$} $\downarrow \mathrm{i}\mathrm{T}|\dot{r}1\cdot\iota\cdot)^{:^{\gamma}}$ ,
. $\iota’$ $f$ “
$X$ “ ’ , .
, $X$ $f$ , $.u(.$($,$ $\iota’’$ ) .
( ( ) [10] – ).
, ( $.f$ ) - $X$
$M(X)$ ( , , A. $\mathrm{P}\mathrm{a}x\iota \mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{S}$ ] $\backslash \mathrm{i}$ , P. Pra$‘ \mathrm{g}’\zeta\backslash \subset.’/$ ,
.]. P. Bra,ssclct, $\mathrm{J}$ . Seade, P. \Lambda lu ;[1], $[1^{\underline{y}}‘],$ $[\mathrm{J}7](^{\backslash \}_{- \mathrm{t}’}}.\cdot.\cdot)$ .
\S 1
$f$ : $\mathrm{C}^{?n},$ $\mathrm{O}arrow \mathrm{C}_{:}0$ J. Milnor
, $\mathrm{I}_{\lrcorner(^{1},}’$ – .
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1.1 :(L\^e [6], Theorern (1.1))
$(\mathcal{X}, x_{0})$ $\mathrm{C}^{m}$ analytic varicty , $f$ : $\mathcal{X},$ $x_{0}arrow \mathrm{C}.,$ $0$ $\mathcal{X}$ $\Re$ $\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$
function . $f$ $f$ : $t\mathrm{t}\mathrm{n}IIarrow \mathrm{C}$ ( $U$ $x_{0}\in \mathrm{C}^{m}$
). , $\epsilon>0$ $\eta>0$ , $.f$
$-$ :
$J^{\backslash -1}(D-\eta\{\mathrm{O}\})\cap \mathcal{X}\cap B_{\epsilon}arrow \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}D_{\eta}-\{0\}$ .
, $B_{\epsilon}$ $x_{0}$ $\epsilon$ closed ball, $D_{\eta}$ $\mathrm{C}$
$\eta$ .
$\mathcal{X}$ $f$ . , .$f^{-1}(0)$
Thom $a_{f}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{C}\rceil \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ $f$ Whitney stratification ( good
str catioii) (targei, 1 [5]
), Thom-Mather sf\tilde isotopy lemma .
\S 2
$X$ compact complex analytic variety . , variety $X$ complex man-
ifold . $X$ subvarieties $\cup,$ $\cap$ ,
$X$ , $X$ (constructible subset)
. $X$ $c\iota^{f}$ : $Xarrow \mathrm{Z}$ (corlstructible function)
, $X$ $\{V_{i}\}_{1\leq 1\leq S}.$. , $\alpha$ –
( $\alpha$ , $\alpha^{-\mathrm{l}}(??.),$ $?l\in \mathrm{Z}$ ,
, ). $X$ $W$ ( $77^{f}$ 1 ,
$W$ $0$ ) $1_{1\mathrm{f}^{7}}$ , $\alpha$ ,
$\alpha=\Sigma_{i=1}^{s}77?_{i}1_{1^{\mathit{7}}},i$ ( $V_{i}$ , $m_{i}\in \mathrm{Z}$ ) . $X$ $F(X)$
. $1_{W}$ ( $\mathrm{T}/|/^{r}$ analytic subvariety) . ,
analytic map $f$ : $Xarrow Y$ ,




$\mathrm{t}^{\gamma_{i}}$ , $\chi(X)=\Sigma.\cdot,\backslash \cdot(\iota\gamma_{i})$ ). $\mathcal{F}^{\cdot}$ compact analytic varicty
covariant functor .
$W$ $X$ closed subvariety, $\alpha\in F(X)$ , $\alpha=\Sigma_{i}^{s}=1$ itn.lv ( $|/^{\gamma}i$ , ,$n_{i}\in \mathrm{Z}$
$)$ . $\alpha$ $1/V$ ( $\alpha$ $W$
Euler ) :
$\int_{W}\alpha$ $(= \int_{\mathrm{I}fl/^{r}}\mathfrak{c}\backslash ’ d\chi):=\sum_{i=1}^{s}m\dot{\theta}x(V_{i}\cap \mathrm{I}/V)$ .
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2.1 (Fubini ) :
ana.lytic map $f:Xarrow Y$ $X$ $\alpha$ , :
$\int_{x^{\mathrm{Q}}1’}=I^{f}.\cdot*\mathit{0}\cdot$ .
$y\in l^{f}$ $f_{*}^{\backslash } \alpha(y)=\int_{f^{-}}1(y)O$ , $\int_{Y}.[_{f^{-1}()^{O}}y$ 2
. $\int:\mathcal{F}^{\cdot}arrow \mathrm{Z}$ (
) . f – ,
$-$ .
22: (R. $\mathrm{M}\mathrm{a},\mathrm{C}\mathrm{p}\}\mathrm{l}e\rceil$ soll [7])
compact complex analytic va,riety ) 2 covariant
$\mathrm{f}^{\backslash }1111\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}$
$\mathcal{F}$ $H_{*}$ (:Z) $(^{*}.)C_{J}^{\mathrm{f}}*:\mathcal{F}arrow IJ_{*}$(:Z) , $X$
$(,..-t(*1.\cdot\backslash ’)=c\cdot(x)\cap[X]$ – . $c\cdot(X)$ $r_{f^{\mathrm{I}}X}$ total $(^{-.(}.[\gamma \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{J}\mathrm{J}$
$\mathrm{c}1\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{S}$ .
$(^{*})$ C. : $\mathcal{F}(X)arrow]]_{*}$ ( $X$ : Z) , .
a $C_{*}(\alpha)$ $0$ . , $X$ – $7\mathrm{i}^{-}:$ X\rightarrow {
$\epsilon\pi$ a $l:$ ,
$\pi_{*}C_{*}’.(c\mathrm{v})=^{c_{*}}(7\ulcorner_{*}\alpha)=\pi_{*}\mathit{0}=\int_{\mathrm{A}’}c.\iota$ .
23 $C_{*}’(X):=C_{*}(1_{X})$ , $-\mathrm{t}’-$ $\mathrm{c}\}_{\rfloor \mathrm{G}}\mathrm{r}\mathfrak{n}- \mathrm{s}_{\mathrm{c}1_{1}\mathrm{t}\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{P}\mathrm{h}}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{z}-\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\urcorner$ class
.
. $\mathrm{s}$
2.4 non-compact $\iota^{\gamma}.\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{t}\backslash ^{7}\backslash \cdot$’ , proper nmap , Borel-
More homology ( closed supported liomology ) (cf. $[\prime 1]$ ).
\S 3 (specialization) Chern
$‘ \mathrm{Y}k$ complex analytic varietv, $Sk$ non-singular complex curve, $\mathrm{O}\in S,$ $f$ : $if’arrow S$
analytic map . $s\in S$ , $X_{s}:=_{\mathrm{L}}f^{-1}(^{\mathfrak{q})}$. .
:
$\sigma_{\mathcal{F}}$ : $F(\mathcal{X})arrow F(X_{o\mathrm{I}}$ : $Y$ ‘ $f$’ closed subvariety
, $1_{\mathrm{J}’}$, $\sigma_{\mathcal{F}}1_{Y}$ $x\in-\lambda_{0}^{-}$
$\sigma_{F}1_{Y}(X)$ $:=1\mathrm{i}_{\mathrm{I}11}sarrow 0^{\mathrm{Y}(B}\epsilon(x)\mathrm{n}Y_{s})$
. , $B_{\epsilon}(x)$ $x$ $\epsilon>0$ , $Y_{s}=1’\nu_{\cap\lambda_{s}}A\Gamma$
. $f|\mathrm{l}’’$ : $Yarrow S$ $-\gamma j$
, . , $0_{f^{- \mathrm{C}\mathrm{O}1}}.\iota \mathrm{d}\mathrm{i}\{|\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ $f|_{Y}$
136
Whitney stratffication , $\sigma_{f}1_{Y}$ $x_{\mathit{0}}$
. \mbox{\boldmath $\sigma$}FlX(x) $=,\backslash \cdot(B_{\epsilon}(x)\cap x’)\mathit{8}$ .
:
$\sigma_{H}$ : $I- J_{*}(X_{s})arrow Il_{*}(x_{0})$ : $\mathrm{O}\in S$ $D$
$f^{-1}(D)$ $X_{0}$ , $i_{s}$ : $\lambda_{s}^{\Gamma}arrow f^{-1}(D)$




3.1 : (Verdier $[1\prime 5]$ ) $\mathfrak{c}\mathrm{v}\in \mathcal{F}^{\cdot}(‘.1’)$ . $0$ $s\in S$
$\sigma_{H}C^{l},*(\alpha|_{X_{\epsilon}}\vee)=C_{*}(\sigma\tau C\mathrm{v})$ .
$\sigma_{-}.\tau 1_{\mathrm{t}}.\cdot-1X$ .’\mbox{\boldmath $\chi$}. $\in X$ $\nwarrow\cdot(B_{\epsilon}(.\cdot\tau)\mathrm{n}x_{s}^{r})-\mathrm{J}$ ,
$.$
) $.(B_{\mathrm{c}}(x)\mathrm{n}\lrcorner\iota’-)=-$ [
, ( ) .f : $\ell \mathrm{t}’.xarrow S,$ $0$ “vanishing
Euler characteristics” . , $‘ \mathrm{Y}:$’ $f$ ,
.t‘ Mibior $\rceil\urcorner \mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{b}e,\mathrm{r}$ . $i‘ 1^{\gamma}\mathrm{a}\mathrm{l}\urcorner \mathrm{i}_{\mathrm{S}}1\urcorner \mathrm{i}\mathfrak{n}\mathrm{g}$ Euler $\mathrm{c}]_{\urcorner\urcorner\Gamma\partial}\mathrm{f},.\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{e}Y\mathrm{i}‘ \mathrm{s}.\uparrow\cdot \mathrm{i}\mathrm{C}_{\vee}\mathrm{s}^{\}$’ “ ”
:
3.2 (cf. [10], $[3]$ ) $.f$ : $\mathcal{X}arrow S,$ $X:=X_{0}(=f^{-1}(0))$ , ,
$\mathcal{M}(f_{7}.X):=(-1)^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{l}.\lambda J-1C*(\sigma\tau 1\chi-1_{X})$
, $X$ $f^{\backslash }$ $Mil_{\overline{l}O\Gamma}.$’class .
, $\prime M(.f;X)$ , $X$ generic fiber $X_{s}$ Chern-
Sc.$\mathrm{h}\mathrm{w}\mathrm{a}1^{\backslash }\mathrm{t}\mathrm{Z}- \mathrm{M}_{\partial},\mathrm{C}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}$ class special fiber $X$ $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}1^{\backslash }\mathrm{n}-\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{h}_{\mathrm{W}}\mathrm{a}.\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{Z}^{- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{P}\mathrm{h}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}$
class :
$\mathcal{M}(f;X\mathrm{I}=(-1)^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathcal{X}}\mathrm{m}-1(c^{\mathrm{v}},*(\sigma_{\mathcal{F}}1_{Y}.)-C_{*}(1_{X}))=(-1)^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}}1.\mathrm{t}\cdot-\perp(\sigma H\zeta_{*}.’(p\mathrm{x}_{S}\Gamma)-c’(*X))$ .
3.3 (cf. [14]) $\mathcal{X}$ , general fiber $A\mathrm{t}_{S}^{r}$ ,
$/4l(f;^{x})=(-1)^{\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{l}}}\mathrm{n}X(C(T\mathcal{X}-Ts)\mathrm{n}[x]-\zeta_{\Delta}’(*X))$ .
$X$ $\{p_{1}, \cdots ,p_{l_{-}}\sim\}$ , MMMilnor number
$\mu(X_{Pi},)$ , :
$\mathcal{M}(f;^{x_{)}=}(-1)^{\mathrm{d}\mathrm{i}}\mathrm{n}1.\{.-1\sum_{=i1}.ltk‘(X,\mathrm{P}.i)$ .
3.4 $N,$ $P$ $\dim P=\dim N+1$ . $g$ : $Narrow P$ A-
aatalytic map , $g$ $A$- $\{p_{1}$ , $\cdot$ . . , $p_{k}\}$
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. $g$ 1-parameter unfolding $G$ : $N^{n}\cross Sarrow P^{n+1}\cross S$ .
$X:=_{\mathit{9}(\mathrm{I}}N$ , $\int:_{l}\mathrm{t}’=G(N^{n}\cross S)arrow S$ 2 . ,
$’/[(f \backslash \cdot, X)=(^{-}1)\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n})N\sum_{i=1}^{k}l^{\prime,(.)}c/,p_{i}$ .
$\mu(g, p_{i})$ $g$ : $(N_{\}p_{i}.)arrow(P,g(p_{i}))$ MMMilnor $\mathrm{l}\urcorner \mathrm{l}\mathrm{J}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}$ (David Mond [8]
) .
$f$ Milnor class $/\vee l(f_{\backslash }.x_{)}$ product formula.
. $.f^{\backslash }:$ $i1_{1}’arrow D_{\eta 1},$ $g$ : $‘ \mathrm{Y}_{\mathit{2}}arrow D_{\eta_{2}}$ $(0\in D_{7},\mathfrak{i}\subset \mathrm{C})$ , $.f+g:\mathcal{X}_{1}\cross \mathcal{X}_{2}arrow D_{\eta}$
$(f+g)(x_{:}^{\prime y}\mathrm{I}:=.f(x)+yc(|J),$ $X\in \mathcal{X}_{1},$ $y\in c\mathrm{Y}_{\mathit{2}},$ $\eta>\eta_{1}+\uparrow l2$ , . $X:=f^{-1}(0)$ ,
$]’:=g^{-1}(\mathrm{o}),$ $X\perp\}^{r}.:=(.f^{\backslash }+_{J}()^{-}1(0)$ . $\mathrm{T}\mathrm{h}_{0111^{-}}\mathrm{s}_{\mathrm{C}}\mathrm{b}\mathrm{a},\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}$ -ni
.
35 ( $\mathrm{T}\}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{m}- \mathrm{s}e.\mathrm{b}_{\mathrm{R}}\mathrm{t},\mathrm{i}\mathrm{a},1\iota \mathrm{i}\mathrm{t}_{-}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}$ formula for $\mathrm{t}$ he MMMilnor $(\rceil_{\partial,\mathrm{S}\mathrm{s}},,$ $([$ . $[[()])$
d/\check [ $+.(/;X\perp 1^{\tau})=l_{*}(/\mathrm{u}_{(}.\mathrm{f};x)\cross/\mathrm{W}(g\cdot, 1^{-}))$.
, $i:X\cross 1^{r}.arrow X\perp 1^{J}$. , $\cross$ .
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